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要約
2019年度の神戸大学の入試問題から周期的な数列の和と平方数の関係に疑問を持ち、数列｛an｝が、法x

に対するk2の余りを重複なく小さい順に並べたものを周期させた数列の階差数列であるとき、数列｛an｝の和Sn

について、どのような自然数kに対してもSn=k2を満たす自然数nが存在するという仮説を立てて実験、証明を
行った。その結果、{an}の周期の和に関わらずどのような自然数kに対してもSn=k2を満たす自然数nが存在する
ということが考えられた。このことは立方数や４乗数などに応用が効くと予想されるので、今後はそれらについ
ての調査を進めたい。

１．はじめに
神戸大学の入試問題にあった１,３,４を繰り返し並べて得られた数列の第n項までの和をSnとするとき、どのよ

うな自然数kに対してもSn=k2を満たす自然数nが存在することを知った。そのことから、同様の性質を満たす数
列があるのかということを疑問に思った。そこで本研究では、周期的な数列の和と平方数について研究を行っ
た。

２．研究手法
神戸大学の入試問題では、数列の１周期に含まれる数の和が8であるため、Sn=k2が法8に関して合同であ

ることを証明した。そこで、本研究では数列の１周期に含まれる数の和の値を変えてもどのような自然数kに対
してもSn=k2を満たすnが存在するのかを調査した。
≪実験１≫

①適当に mod 10と定める。
　このときk2はmod 10を用いて
　k2≡0, 1, 4, 5, 6, 9, 10, 11, ･･･ (mod 10)と表せる。
　この値を小さい順に並べた数列{bn}は、
　{bn} ＝ {0, 1, 4, 5, 6, 9, 10, ･･･}と表される。
　この数列{bn}の階差を取った数列を{an}とすると、
　{an} = {1, 3, 1, 1, 3, 1, 1, 3, 1, 1, 3, 1, ･･･}となる。
　この数列{an}の和SnにSn=k2を常に満たすnが存在するかを足していって調査した。
　またこのような実験をmod 10以外でも行った。

≪実験２≫
①実験１から以下の仮説を立て、証明を行った。
②数列｛an｝が、法xに対するk2の余りを重複なく小さい順に並べたものを周期させた数列の階差数列である

とき、数列｛an｝の和Snについて、どのような自然数kに対してもSn=k2を満たす自然数nが存在する。

３．結果
≪実験１≫

mod 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 17, 20, 30, 40, 50, 100について実験１と同様の実験を行った
が、いずれの場合もSn=k2を満たすnが存在する数列{an}は存在した。
≪実験２≫
（証明）

mod l を用いて、すべての自然数kの平方数k2を
k2≡A1, A2, A3, ･･･An (mod l) (A1=0, An＜An+1)と表せるとする。
このとき数列{an}を、
{an}={(A2-A1), (A3-A2), (A4-A3), ･･･ (An-An-1)}
Ⅰ. k2＜l のとき
　  Sn = (A2-A1) + (A3-A2) + (A4-A3) + ･･･ + (An-An-1) = An-A1 =An

　  Anはk2をmod lを用いて表した値なので、Sn=k2を満たす。
　  ∴n=1, 2, 3, ･･･ のときのいずれもSn=k2を満たす。
Ⅱ. k2≧lのとき
　  このときmod l を用いた際のk2の値は、



　  A1, A2, A3, ･･･ An の中に含まれる。
　  ∴Ⅰと同様にして Sn=k2となる。
Ⅰ, Ⅱより、数列{an}の和Snはすべての自然数の平方数k2とSn=k2となるnは存在する
Snの値は法の値によらず常にk2の余りとなる。■

４．考察・結論
本研究では、数列{an}はk2の階差の値を取るという条件を満たすなら、その和であるSnと自然数kにはSn=k2と

いう関係が成り立つことが証明できた。このことから、{an}の周期の和に関わらずどのような自然数kに対しても
Sn=k2を満たす自然数nが存在すると考えた。このことは立方数や４乗数などに応用が効くと予想されるので、
今後はそれらについての調査を進めたい。
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